Математичне тривимірне моделювання усталених коливань у кусково-однорідному півпросторі by Журавчак, Л. М. & Шуміліна, Н. В.




На даний час гармонічно змінні в часі еле-
ктромагнітні поля (ЕМП) в однорідних та гори-
зонтально-шаруватих моделях земної кори під 
дією природних та штучних зовнішніх джерел 
досліджені за допомогою добре розвинутої тео-
рії спектрального аналізу. Це особливо стосу-
ється широкого класу двовимірних магні-
тотелуричних задач, коли зовнішнє поле зада-
валось у вигляді однорідного магнітного поля 
або плоскої однорідної хвилі. Відомі також 
аналітичні розв’язки задач розподілу ЕМП в 
порівняно простих електричних умовах для 
чужорідних локальних включень канонічної чи 
близької до неї форми у дво- та тривимірних 
горизонтально-шаруватих моделях [1,2]. Щодо 
об’єктів із включеннями складної форми, які 
краще відображають реальну геоелектричну 
ситуацію, то для математичного моделювання 
ЕМП, збудженого штучними джерелами, в 
останні роки на базі сучасних швидкодіючих 
комп’ютерів все ширше використовують чис-
лові та числово-аналітичні методи 
розв’язування прямих задач геоелектрики. За-
стосування найбільш розповсюджених різнице-
вих методів [3,4] чи методів скінченних елеме-
нтів [5,6] дає хорошу точність результатів, але 
вимагає покриття сіткою всієї області, яку за-
ймає різнорідне тіло, що потребує великих об-
сягів пам’яті й програм точного обернення мат-
риць великої розмірності. Використовуючи ме-
тод граничних інтегральних рівнянь [7-9] та 
створені на його базі методи граничних елеме-
нтів [10,11], дискретизують тільки граничну 
поверхню об’єкта та поверхні розподілу сере-
довищ, що економить обсяг оперативної 
пам’яті під час роботи алгоритму, дає порівня-
но високу точність розрахунків у внутрішніх 
точках. Однак при обчисленні компонент век-
торів напруженості ЕМП поблизу граничних чи 
контактних поверхонь точність розрахунків 
різко зменшується. Тому в багатьох випадках, 
на нашу думку, доцільно застосовувати непря-
мий метод приграничних елементів (НМПГЕ) 
[12,13], якому менше притаманні перераховані 
вище недоліки. 
У цій роботі ми пропонуємо і апробовуємо 
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. Для кусочно-однородного проводящего полупро-
странства рассмотрена численно-аналитическая 
методика нахождения компонент векторов на-
пряженностей электрической и магнитной состав-
ляющих электромагнитного поля (ЭМП), которое 
возбуждается горизонтальной рамкой с гармониче-
ски изменяющимся во времени током. С помощью 
специального фундаментального решения уравнения 
Гельмгольца в полупространстве и метода пригра-
ничных элементов учтены токи смещения, проведе-
но сравнение с квазистационарной моделью, иссле-
довано влияние высокопроводных, нефте- и газонос-
ных включений в полупространстве на распределе-
ние ЭМП, получены амплитудные и фазовые кривые 
кажущегося удельного сопротивления. 
  
The numerical-analytical technique for finding 
electric and magnetic components of electromagnetic 
field (EMF) in a piecewise homogeneous conductive 
half-space is suggested. EMF is induced by a horizontal 
contour with current harmonically changing in time. 
With the help of special fundamental solution of Helm-
holtz equation for half-space and near-boundary ele-
ment technique bias currents are considered, compari-
son with quasi-stationary model is carried out, influence 
of high-conductivity, oil and gas inclusions in a half-
space on distribution of EMF is investigated, amplitude 
and phase curves of apparent resistivity are received. 
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непрямому методі граничних елементів 
(НМГЕ) та НМПГЕ, до розв’язування прямих 
тривимірних задач теорії ЕМП у випадку уста-
лених коливань для провідного кусково-
однорідного півпростору, враховуємо струми 
зміщення  порівняно з квазістаціонарною мо-
деллю, а також досліджуємо вплив включень з 
вищою та нижчою (на прикладі нафто- та газо-
носних покладів), ніж у геосередовищі, провід-
ністю на розподіл ЕМП, здійснюючи тривимір-
ну інтерпретацію змодельованих даних за до-
помогою трансформацій значень компонент 
векторів напруженості ЕМП у амплітудні та 
фазові криві позірного питомого опору. 
Формулювання задачі 
Розглянемо кусково-однорідний півпростір, 
що займає область 
}x,,i,x:)x,x,x{(R i 021 3321
3    у 
декартовiй системi координат 321 xx,x ,  і міс-
тить M-1 включень m  )M,...,m( 2 , які пе-
ребувають в ідеальному електромагнітному 
контакті з геосередовищем 
)(\ mm
M
m   21 , причому 
,m    m  гранична поверхня зони 
m . Середовище і включення характеризу-
ються постійними електропровiдностями 
m,1 , магнітними проникностями m, 1  і 
діелектричними проникностями m,1  відпові-
дно. На денній поверхні 
}x,,i,x:)x,x,x{( i 021 3321   елек-
тричне поле (ЕП) відсутнє, а в контурі g1 
дiє сторонній струм інтенсивності 
),,x((),x(  1

 )),x(),,x(  32 , де 
)x,x,x(x 321 ,    час. Припускаємо, що в 
початковий момент часу спостерігається ну-
льовий розподіл компонент вектора напру-
женості ЕП ),x(Ei 
1  у середовищі й включен-
нях. 
Рівняння Максвелла для кусково-
однорідного тіла, в якому діють сторонні стру-























































  вектор напруженості магнітного поля 
(МП) в s . 
Для багатьох електродинамічних задач ко-
рисно розділити рівняння Максвелла, тобто за-
писати окремі рівняння для електричного і маг-
нітного полів. Перетворивши так рівняння (1), 
матимемо для визначення невідомих компонент 
вектора напруженості ЕП ),x(EE jj 
11   
(j=1,2,3) у середовищі й ),x(EE mj
m
j   у 
включеннях початково-крайову задачу, яка 






















































,T),x(,E j  0
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 при =0,  (5) 
де:    оператор Лапласа, T = {:0<<}, 
))(),(),(( 321 xnxnxnn    одинична зовнішня 
нормаль до mm  11 . 
Гармонічні коливання 
Якщо проводити спостереження через до-
сить тривалий час після зародження збурень, то 
можна припустити, що фізичні величини гар-
монічно змінюються в часі з кутовою частотою 
 , тобто ми маємо справу з задачею про уста-





j exExE  ,),(
~),(  ijj exx  
аналіз сильно спрощується, бо часова змінна 
виключається з диференціальних рівнянь і 
умов, внаслідок чого зникають початкові умови 


















































































~     
комплексні амплітуди компонент вектора 
напруженості ЕП та сторонніх джерел струму. 
Методика розв’язування. 
 Інтегральне зображення розв’язку 
Для знаходження розв’язків задачі (6)-(8) 
використаємо непрямі методи граничних [10] 
або приграничних елементів [12]. Для кожної 
зони розв’язок sjE
~
 шукаємо в просторі 3sR . З 
цією метою розглянемо області 3ss RB   такі, 
що ,Bss    mm B . У приграничних 
областях ss
s \BG   або на границях 
mm ,   1  введемо відповідно об’ємні пригра-
ничнi svG  чи поверхневі граничні 
s
v  елементи 






~i~),x(~   , причому 
GG svs
V
v  1 , mvv G 1
















v   1  
 sw
s
v   при wv  . 

















































де sv   характеристична функція елемента 
s
v , 




h   рiвняння 
Гельмгольца для R3-, який автоматично задово-
льняє граничну умову (7), запишемо 
iнтегральне зображення розв’язку задачi (7)-(9) 
для компонент ),x(E
~ s




























а також одержані на його основі інтегральні 
зображення для похідних від цих компонент за 











































































































    
,yr i i 
3
1






22  ,xy iii    
),,i(xy ii
'
i 21  ,xy
'
333 
,R),,( 3321    
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12 . (13) 
Побудова системи лінійних алгебричних рі-
внянь для знаходження невідомих  
фіктивних джерел струму 
Для спрощення алгоритму апроксимуємо 






iv d,d . Для їх знаходження по-
будуємо з використанням виразів (10), (12), си-
стему лінійних алгебричних рівнянь (СЛАР), 
вимагаючи задоволення в колокаційному сенсі 
















































mwx   , mV,...,w 1 , (14) 














































































































































































































































 . Зауважимо, 





mvmwx  , які входять в (16), (17), 
обчислюються в сенсі Коші. 
Обчислення компонент ЕМП 
Розв’язавши СЛАР (14)-(17), одержимо 





 компонент вектора 
напруженості ЕП у будь-яких точках 
півпростору spx , які нас цікавлять, включаючи 




















































































компонент вектора напруженості МП 






















































використовуючи вирази, аналогічні (11). Тут 
для різних k використовуються різні пари інде-
ксів l та j, зокрема, для 1k  вибираємо 
,j,l 23   для 2k   ,j,l 31   для 3k   










































































































































У цьому випадку рівняння (9) та контактні 




















































































Зрозуміло, що дещо спростяться і вирази 

























































тут враховано, що 2/s   , а для sA маємо 
формулу sssA  . 
У СЛАР внаслідок простіших других 
контактних умов замість рівнянь (16), (17) 
матимемо 


















































































































1  . 
 
 
Рисунок 1  Геоелектрична модель півпростору з 
включенням 
Числові дослідження 
Розглянуто включення 2  у формі парале-
лепіпеда розмірами 36 321  p,pp , розмі-
щеного на глибині 0h  від границі півпростору 
(рис. 1). Стороннім джерелом, яке збурювало 
ЕМП, враховуючи широке застосування чисто 
індуктивного способу збудження, була квадрат-
на рамка C зі стороною 52,h  , яка знаходилася 
на глибині 0103 ,h  . Залежність сили струму в 
рамці описувалась функцією ),x(C),x(~ jj   
де )x(C j   проекції одиничного вектора, 
колінеарного дотичній до контура C в точці 
Cx . У цьому частковому випадку вирази (13) 



















Для знаходження розв’язків задачі (6)-(8) з 
метою порівняння точності числових результа-
тів використовували непрямі методи граничних 
та приграничних елементів. Оскільки під час 
обчислення компонент векторів напруженості 
ЕМП результати, одержані за допомогою 
НМПГЕ, краще співпадали з тестовими, всі на-
ведені нижче графічні дані отримані за допомо-
гою саме цього методу. 
Досліджувались закономірності зміни ха-
рактеристик ЕМП від фізичних властивостей 
включення: його провідності, діелектричної й 
магнітної проникливостей – з метою формулю-
вання практичних рекомендацій у процесі роз-
пізнавання локальних провідних і високоомних 
неоднорідностей. На рис. 2 зображено для по-
вної (з врахуванням струмів зміщення, товстіші 
криві) і квазістаціонарної моделей (тонші кри-
ві) залежність дійсних значень вертикальної 
компоненти ),h,,(H 3
1
3 00 , одержаних в центрі 
рамки, від частоти   для параметрів 
,, 12 250    02 999940  , , 02 2  ; 
,, 12 10    02 000081  , , 02  ; ,5 12   
02  , 02 30 , які відповідають нафтово-
му (криві з символами  ), газовому (криві з  ) 
та провідному включенням (криві з ▲). З ме-
тою порівняння тут також наведено величини 
для однорідного півпростору ( 112   См/м, 
7
012 104
   Гн/м, 012 15 , 
9
0 10)36/1(
  Ф/м, криві без символів). Як 
бачимо, для високоомних включень значення 
),,0,0( 3
1
3 hH  на всьому діапазоні частот є 
меншими, ніж в однорідному півпросторі, а для 
провідних  більшими; причому врахування 
струмів зміщення дає вищі величини, ніж квазі-
стаціонарна модель, що особливо проявляється 
в області високих частот. Відзначимо, що роз-
мірності всіх фізичних величин (час, коефіцієн-
ти електропровідності, діелектричні та магнітні 
проникливості, напруженості електричного та 
магнітного полів) вибирались у системі СІ, а всі 
геометричні параметри є безрозмірними, оскі-
льки з врахуванням критерію подібності вони 














Рисунок 2  Вплив ЕМ параметрів включення на 
вертикальну компоненту МП 
Як відомо, під час інтерпретації результа-
тів важливе значення мають теоретичні криві 
























  позірного пи-










022011 ,,, ffff   дійсні та уявні частини ком-
понент векторів напруженості ЕМП, індекс „0” 
вказує на величини в однорідному півпросторі з 
питомим опором 11 /1  . Тому на рис. 3, а, б, 
зображено графіки залежності 1/3 
H  та 
3H
 , одержані в центрі рамки, від 01 / h  в 
простому логарифмічному масштабі для повної 
та квазістаціонарної моделей. Амплітудні й фа-
зові криві для 1/1 
E  і 1E , обчислені в рамці 
(в точці з координатами (0,6; 0,6; h3), товстіші 
криві) та за її межами (в точці з координатами 
(1,6; 0,6; h3), тонші криві), зображені на рис. 3, 
в, г, мають аналогічний з попередніми харак-
тер. Тут 11 /22 A   довжина хвилі в 1 , 
позначення такі ж, як і на рис. 2. За максиму-
мами чи мінімумами на цих кривих можна оці-
нити позірний опір включення. 
 Досліджували також вплив глибини заля-
гання включень на значення компонент ЕМП. 
Зокрема, на рис. 4 зображено графіки залежно-
сті 13  /||
H  у випадку високоомних (рис. а) 
та провідних (рис. б) включень, коли 0,10 h  
(товстіші криві) та 5,10 h  (тонші криві), при-
чому для провідного включення наведені ре-
зультати повної (криві з символами ) та ква-
зістаціонарної (криві без символів) моделей. 
Висновки 
З точки зору інтерпретаційного процесу 
пряма задача індуктивних зондувань є дуже 
важливою і визначальною та підлягає постійній 
оптимізації. Варто відзначити, що інтерпрета-
ція даних, які відносяться до горизонтально-
неоднорідних середовищ, із застосуванням по-
зірних параметрів одновимірних моделей (не-
хай навіть багатошарових) вже себе вичерпала. 
Сучасний інтерпретаційний процес вимагає 
застосування тривимірних математичних моде-
лей. Гостроти ситуації додає й те, що тенденці-
єю ЕМ досліджень є організація збору й оброб-
ки все більших обсягів даних, і, отже, всі еле-
менти апарату інверсії, включаючи і елементи 
тривимірного характеру, повинні бути операти-
вними. Як відомо, обернену задачу розв’язують 
переважно на базі аналізу чутливості прямої 
задачі до змін геопараметрів і проводять його 
найчастіше шляхом багатократного викорис-
тання процедури прямої задачі. Тому алгоритм 
прямої тривимірної задачі, який дає можливість 
в частотній області ефективно і з достатньою 
точністю обчислювати всі компоненти ЕМП й 
позірні величини, не вводячи потенціалів елек-
тричного чи магнітного типів, є в цій ситуації 






Рисунок 3  Порівняння амплітудних та фазових кривих для повної та квазістаціонарної моделі 
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З усього наведеного вище випливає, що за-
пропонована для розв’язування прямих триви-
мірних задач у провідному кусково-
однорідному півпросторі методика є ефектив-
ною, а розвиток створеного на її базі програм-
ного забезпечення може відбуватись із враху-
ванням таких факторів. Окрім розглянутого 
кусково-однорідного півпростору, варто дослі-
дити ще й шарувату модель з включеннями до-
вільної форми, оскільки вона істотна для су-
часних умов застосування індуктивної імпуль-
сної електророзвідки. Водночас для оператив-
нішої обробки великих масивів площівних да-
них під час розв’язування оберненої задачі гео-
електрики слід одержати інтерпретаційні фор-
мули на базі амплітудних та фазових кривих 
позірного питомого опору. 
Результати проведеного математичного 
моделювання свідчать про доцільність застосу-
вання індуктивних імпульсних електророзвіду-
вальних методів частотного зондування для 
виявлення високопровідних включень типу ру-
дних родовищ та високоомних включень типу 
нафтових і газових покладів. Загальними спри-
ятливими умовами для виявлення і досліджен-
ня локальних неоднорідностей з провідністю, 
вищою й нижчою, ніж геосередовище, треба 
вважати співвимірну з горизонтальними розмі-
рами (чи меншу) глибину їх залягання. 
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Рисунок 4  Залежність амплітудних кривих від глибини залягання включення 
